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В статье излагаются основные результаты применения спектрального алгорит-
ма для расчета турбулентных потоков в модуле пограничного слоя атмосферы 
(ПСА) модели COSMO-Ru. Большую роль при вычислении коэффициентов турбу-
лентности играют функции устойчивости. В отличии от используемого в настоя-
щее время подхода, основанного на эмпирических функциях устойчивости, спек-
тральный подход позволяет получить вид этих функций теоретически. Это 
позволяет снять проблемы расчета турбулентных потоков для случаев устойчивой 
и сильно устойчивой стратификаций.  

Проведенные расчеты позволили исследовать влияние анизотропности турбу-
лентности в ПСА и показали уменьшение средней ошибки поля температуры на 
2 м и на нижних уровнях модели по сравнению с расчетами по исходной модели.  

Ключевые слова: устойчивый пограничный слой, функции устойчивости, си-
стема прогноза погоды COSMO-Ru 
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The article describes the main results of applying the spectral algorithm for calculat-
ing turbulent flows in the atmospheric boundary layer (ABL) module of the COSMO-Ru 
model. An important role in calculating turbulence coefficients is played by stability 
functions. The spectral approach allows obtaining the form of these functions theoretical-
ly, unlike the current approach based on empirical stability functions. This makes it  
possible to remove the problems of calculating turbulent flows for the cases of stable 
and very stable stratification.  The performed calculations allow studying the effect 
of turbulence anisotropy in ABL and demonstrate a decrease in the mean error of air 
temperature at 2 m and at lower model levels as compared to the calculations based on 
the original model. 
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Описание турбулентности в современных моделях прогноза погоды 
является важной и не до конца решенной задачей. Основные трудности 
при решении этой задачи связаны с сильной нелинейностью уравнений. 
Различные неустойчивости в атмосфере приводят к появлению вихрей и 
волн, которые развиваются на разных пространственных и временных 
масштабах.  

Нелинейные взаимодействия между движениями на разных масшта-
бах генерируют в атмосфере нерегулярные течения. Решения для таких 
течений существуют только в простейших случаях, которые локально 
изотропны и которые зависят только от одного безразмерного параметра 
– числа Рейнольдса (Re). Модели турбулентности, применяемые для мо-
делирования таких сложных течений, должны быть способны учитывать 
различные влияния на разных масштабах. Однако осреднения Рейнольдса 
уравнений Навье – Стокса, используемые в моделях прогноза погоды, не 
делают различия между масштабами, смешивая их вместе.  

В отличие от этого подхода, спектральный алгоритм [1, 6–8] учиты-
вает зависимость атмосферных процессов от масштабов. В данной статье 
мы рассмотрим применение спектрального алгоритма для турбулентных 
течений в пограничном слое атмосферы (ПСА), обращая основное внима-
ние на трудные для моделирования ситуации с устойчивой и сильно 
устойчивой температурной стратификацией. Устойчивая стратификация 
ПСА приводит к возникновению пространственной анизотропии турбу-
лентности, т. е. к уменьшению турбулентного перемешивания по верти-
кали и его увеличению по горизонтали [1, 6, 7]. Чем более устойчив слой 
воздуха вблизи подстилающей поверхности, тем менее он становится свя-
занным со слоем воздуха, лежащим выше. В этом случае более высокий 
слой воздуха будет менее чувствительным к турбулентным потокам мо-
мента, тепла и влаги на подстилающей поверхности.  

Несмотря на то, что устойчивые ПСА могут становиться мелкими, до 
10 м, данные наблюдений показывают, что в них по-прежнему существу-
ет развитая турбулентность. Cильная устойчивость в ПСА, с одной сторо-
ны, приводит к подавлению вертикального турбулентного перемешива-
ния, с другой стороны, ведет к увеличению вертикального сдвига ветра и, 
значит, к увеличению продукции турбулентной кинетической энергии  

Такое влияние стратификации увеличивает нерегулярность турбу-
лентности и приводит к перемежаемости турбулентности. Вклад внутрен-
них волн [9] и их обрушение усложняют процессы в устойчивом ПСА. 
Следует отметить, что такие явления в устойчивых пограничных слоях, 
как пространственная анизотропия и взаимодействие турбулентности и 
внутренних волн, относятся к наиболее трудным для математического 
моделирования. Оба процесса характеризуются сильной нелинейностью и 
трудны для аналитических теорий. Поэтому большинство моделей турбу-
лентности либо игнорируют указанные процессы, либо включают их, ис-
пользуя очень простые аппроксимации. 
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Данная работа применяет спектральный алгоритм, в котором поля 
скорости и температуры отображаются на квази-Гауссовы поля, чьи гар-
моники описываются уравнениями Ланжевена. Для расчета параметров 
отображения используется процедура последовательного исключения 
мелкомасштабных мод скорости и температуры, что приводит к уравне-
ниям для более крупномасштабных гармоник. Следует отметить, что та-
кая процедура учитывает совместный вклад турбулентности и внутренних 
волн и пространственная анизотропия турбулентности явно разрешается. 
При распространении процесса последовательного исключения мелко-
масштабных мод до самых больших масштабов спектральный алгоритм 
дает новую модель турбулентности. Эта модель была применена в схеме 
пограничного слоя атмосферы модели COSMO-Ru [2, 3], версия 5.03.  
 

Краткое описание алгоритма спектрального замыкания 

Алгоритм спектрального замыкания применяется для трехмерной, 
несжимаемой атмосферы с наложенным однородным по вертикали устой-
чивым градиентом температуры. В исходную систему входят уравнения 
скорости, температуры, неразрывности в приближении Буссинеска: 
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где u и   – флуктуации компонент скорости и потенциальной темпера-
туры; P – давление;   – фоновая плотность; g – ускорение свободного 

падения; d dz  – вертикальный градиент невозмущенной (фоновой) по-

тенциальной температуры; 0v  и 0k  –  молекулярная вязкость и теплопро-

водность;   – коэффициент термического расширения; 0f  – крупномас-
штабное внешнее воздействие (форсинг), которое возникает из-за 
крупномасштабных сдвиговых неустойчивостей и поддерживает турбу-
лентность в статистически устойчивом состоянии. Форсинг воздействует 
на систему через скорость поступления энергии в систему на крупных 
масштабах. Детали этого возбуждения несущественны при статистиче-
ском описании, следуя теории турбулентности Колмогорова.   

Внешнее возбуждение воздействует на все гармоники Фурье, вплоть 
до масштаба диссипации, из-за нелинейных взаимодействий. Случайно 
возбуждая друг друга, гармоники одновременно случайно затухают.  
Эти процессы находятся в балансе в статистически установившемся со-
стоянии. Таким образом, каждая гармоника ( , )u k  ( k  и   – волновое 
число в пространстве Фурье и частота соответственно) получает и теряет 
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одинаковое количество энергии (в статистическом смысле). Исходя 
из этого нелинейное слагаемое в уравнении (1) может быть заменено слу-
чайным форсингом 0f , а затухание – турбулентной вязкостью. В резуль-
тате приходим к уравнению Ланжевена – линейному уравнению с фор-
сингом и затуханием: 

 ( , ) ( , ) ( , ),i ij iu G f  k k k                                                     (4) 

где ( , )ijG k  – функция Грина для скорости. Таким образом первона-

чально нелинейное уравнение Навье-Стокса заменяется линейным стоха-
стическим уравнением с форсингом, следуя методу, предложенному в [4].  

Аналогичное выражение можно записать и для потенциальной тем-
пературы. При этом форсинг считается квази-Гаусовым. Именно это поз-
воляет вывести коэффициенты турбулентного перемешивания скорости 
и потенциальной температуры. Вывод функций Грина для скорости 
и температуры для системы уравнений (1) – (3) дан в [6]. 

Расчет параметров вихрей происходит при помощи алгоритма после-
довательного осреднения по малым интервалам гармоник скорости и тем-
пературы, которые, используя уравнения Ланжевена, дают малые прира-
щения в коэффициенты турбулентного перемешивания по вертикали 
и горизонтали. Этот алгоритм, подробно описанный в [6, 7], приводит 
к системе четырех обыкновенных дифференциальных уравнений для 
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где zν  и zk  – коэффициенты турбулентного перемешивания скорости и 

температуры по вертикали соответственно; hν  и hk  – коэффициенты 

турбулентного перемешивания скорости и температуры по горизонтали;  

1F – 4F  – трансцендентные выражения; с = 0,7. 

Вычисления коэффициентов турбулентности начинаются с масштаба 
Колмогорова dk , где начальные значения zν  и zk  равны их молекуляр-

ным 0ν  и 0k  и продолжаются до самых больших масштабов турбулент-

ности, доступных в системе. Такой подход дает новые коэффициенты 
турбулентности. 

Для описания турбулентности в атмосфере модели прогноза исполь-
зуют вертикальные и горизонтальные коэффициенты турбулентности. 
Центральной задачей при прогнозировании процессов в пограничном 
слое атмосферы является вычисление вертикальных коэффициентов  
турбулентности для скорости ветра MK , температуры и влажности HK . 

В широко используемой, в том числе и в COSMO-Ru, модели турбулент-
ности Меллора и Ямады [5] эти коэффициенты имеют вид: 
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MMK q l S ;       (6) 

H HK q l S ,                                                                 (7) 

где 2 2q ТКЕ  (ТКЕ – турбулентная кинетическая энергия); l – турбу-

лентный масштаб длины (путь смешения); MS  и HS   – функции устойчи-

вости (зависящие от стратификации), определяются как решения системы 
первых двух обыкновенных дифференциальных уравнений из (5). Заме-
ним MS  и HS  в уравнениях (6) и (7) на функции, полученные в спек-

тральном алгоритме: 
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где nv q l  – вертикальный коэффициент для момента в нейтральном 

случае.   
Система уравнений (5) решалась численно. Результаты численного 

решения 1 и 2-го уравнений из (5), т. е. MS  и HS   как функции числа 

Ричардсона (Ri), представлены на рис. 1.  

 
Рис. 1. Функции устойчивости SM, SH, полученные на основе модели 
Меллора-Ямады и  спектрального алгоритма (модели), использующи-
еся  для вычисления вертикальных коэффициентов турбулентности. 
Fig. 1. The stability functions SM, SH obtained on the basis of the Mellor-
Yamada model and the spectral algorithm (model) used to calculate the 
vertical turbulence coefficients. 
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На рис. 1 также представлены MS  и HS  из [5], использующиеся в 

настоящее время в модели COSMO-Ru. Видно, что при Ri = Ricr ~ 0,3,  

MS  и HS  из [4] принимают нулевые значения и не могут использоваться в 

расчетах. В этих случаях значения функций устойчивости заменяются на 
некие постоянные минимальные значения ( HS = 0,4), которые не зависят 

от стратификации, сезона и области счета. 
Такой подход в исходной параметризации турбулентности может 

привести к значительным ошибкам при прогнозе метеоэлементов в 
устойчивых и сильно устойчивых ситуациях. Спектральный алгоритм 
свободен от этих недостатков. 

Отметим, что спектральная MS  сохраняет конечное асимптотическое 

значение, равное 0,22, даже при больших Ri (очень устойчивaя стратифи-
кация). Это происходит вследствие действия внутренних волн, которые, 
так же как и турбулентные вихри, являются составной частью спектраль-
ного алгоритма. Кроме того, спектральная HS  стремится к нулю асимпто-

тически при больших числах Ri  в отличие от HS  из [5]. 

Решение системы двух других обыкновенных дифференциальных 
уравнений из (5) дает функции устойчивости для горизонтальных коэф-
фициентов турбулентности: 
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MSh  и HSh  как функции числа Ричардсона изображены на рис. 2. 

 
Реализация спектрального алгоритма в схеме 

 турбулентности модели COSMO-Ru 

Расчеты по модели COSMO-Ru проводилось для области, включаю-
щей северо-западную часть Европейской территории России с прилегаю-
щими областями. Модель имела горизонтальное разрешение 2,2 км и 40 
уровней по вертикали. Для сравнения действия новой и исходной пара-
метризаций турбулентности были выбраны дни с устойчивой и сильно 
устойчивой стратификацией в январе 2018 и 2019 гг.  

На рис. 3 показано рассчитанное поле температуры воздуха на высо-
те 2 м (Т2м) в варианте с исходной параметризацией коэффициентов вер-
тикальной турбулентности для 24.01.2019, прогноз на 12 ч с 00 GMT 
(Grinvich Mean Time). Видны области низких температур (около -20 ºС) к 
западу от Москвы, в западной и северной частях области прогноза. На 
рис. 4 для этого же срока представлено поле разности температур Т2м, 
вариант с новой параметризацией вертикальной турбулентности минус 
вариант с исходной (Т2мнов – Т2мисх) для 24.01.2019.   
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Рис. 2.  Функции устойчивости  ShM  (красная кривая) и ShH (синяя 
кривая), полученные на основе спектрального алгоритма (модели) как 
функции числа Ri.  
Fig. 2. The stability functions  ShM (red curve)  and  ShH (blue curve), ob-
tained on the basis of the spectral algorithm (model) as a function of the 
number Ri. 

 
 

 
Рис. 3. Поле температуры Т2м в варианте с исходной параметриза-
цией турбулентности для 24.01.2019, прогноз на 12 ч с 00 GMT. 
Fig. 3. Temperature field T2m in the variant with the original parameteriza-
tion of turbulence for January 24, 2019, forecast for 12 h from 00 GMT. 
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Рис. 4. Поле разности Т2мнов – Т2мисх для 24.01.2019, прогноз на 
12 ч с 00 GMT. 
Fig. 4. Difference field T2mnew – T2mori for January 24, 2019, forecast  
for 12 h from 00 GMT. 

 
На рис. 4 видны области с положительной и отрицательной разно-

стью температур. Анализ областей с положительной разностью показал, 
что в них Ri < Ricr. Это означает, что температура на нижнем уровне мо-
дели в варианте с новой параметризацией вертикальных коэффициентов 
турбулентности выше, чем в варианте с исходной параметризацией. Та-
ким образом, следуя рис. 1, вертикальные коэффициенты турбулентности 
для температуры в варианте с новой параметризацией KH

нов  будут больше, 
чем в варианте с исходной параметризацией KH

исх. Поэтому более теплый 
воздух с уровней, лежащих выше приземного, будет интенсивнее перено-
сится турбулентностью вниз.  

В областях с более сильной устойчивой стратификацией Ri > Ricr, 
вертикальные коэффициенты турбулентности для температуры в варианте 
с новой параметризацией KH

нов будут меньше, чем в варианте с исходной 
параметризацией KH

исх из-за искусственно введенных минимальных зна-
чений HS  в варианте с исходной параметризацией. В этом случае появ-

ляются области с отрицательной разницей в поле разности температур 
Т2мнов – Т2мисх. Похожая картина наблюдается и в другие дни. На рис. 5 
показано поле разности Т2мнов – Т2мисх для 01.01.2018, прогноз на 12 ч с 
00 GMT. 

Чтобы продемонстрировать влияние новых параметризаций для го-
ризонтальной турбулентности, на рис. 6 представлены поля Т2мнов –
 Т2мисх для 24.01.2018, прогноз на 12 ч с 00 GMT, вывод полей через 2 ч 
прогноза. Видно, что изменения в прогнозе Т2м начинаются уже с первых 
часов. 
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Рис. 5. Поле разности Т2мнов – Т2мисх для 01.01.2018, прогноз  
на 12 ч с 00 GMT. 
Fig. 5. Difference field T2mnew – T2mori for January 01, 2018, fore-
cast for 12 h from 00 GMT. 

 

 
Рис. 6 показывает, что коэффициенты горизонтальной турбулентно-

сти, зависящие от стратификации, вносят заметный вклад в изменения 
поля Т2м. Этот вопрос планируется детально исследовать в отдельной 
работе. 

На рис. 7, 8 приведены рассчитанные по программе VERSUS средние 
и среднеквадратичные ошибки при прогнозе на 18 ч с 00 ч 24.01.2018 с 
исходными и новыми параметризациями турбулентности. Видно, что 
средняя ошибка в прогнозе с новыми параметризациями турбулентности 
(рис. 8) примерно на 1 ºС меньше, чем в прогнозе с исходной параметри-
зацией турбулентности. Заметим, что для СКО таких улучшений не 
наблюдается. Однако это предварительная оценка и для окончательного 
вывода необходимо провести большее количество расчетов. 

 
На основании проведенных расчетов можно выделить несколько ха-

рактерных типов областей поля Т2мнов – Т2мисх. 
1. Области с положительной разностью температуры на один или не-

сколько градусов. Такие области появляются там, где Ri < Ricr, в результа-
те использования новых функций устойчивости, при вычислении верти-
кальных коэффициентов турбулентности. При этом численная 
устойчивость системы прогноза не нарушается при увеличении переме-
шивания по вертикали для случаев с устойчивыми стратификациями. 
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а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

 
д) 

 
е) 

Рис. 6. Поле разности  Т2мнов – Т2мисх (Т2мнов – прогноз с новыми коэф-
фициентами горизонтального турбулентного переноса)  для 24.01.2018, 
прогноз на 12 ч с 00 GMT: +2 ч (а); +4 ч (б); +6 ч (в); +8 ч (г); +10 ч (д);  
+12 ч (е). 
Fig. 6. The difference field T2mnew – T2mori (T2mnew – forecast with new hori-
zontal turbulent transfer coefficients) for January 24, 2018, forecast for 12 h 
from 00 GMT:+2 h (а); +4 h (б); +6 h (в); +8 h (г); +10 h (д); +12 h (е). 
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Рис. 7. Верификация прогноза Т2м на 18 ч с 00 GMT 24.01.2018 с исходными 
параметризациями турбулентности. Красная кривая – средняя ошибка (СО), 
синяя кривая – среднеквадратическая ошибка (СКО). Столбиками показано 
количество пар ‘прогноз – наблюдение‘, использованных при расчете.  
Fig. 7. Verification of T2m forecast for 18 h from 00 GMT for January 24, 2018 
with original turbulence parameterizations. The red curve is the ME error, the blue 
curve is the RMS error. The columns show the number of pairs ‘forecast –
observation‘ used in the calculation. 

 

 
 

Рис. 8. Верификация прогноза Т2м на 18 ч с 00 GMT 24.01.2018 с новыми 
параметризациями турбулентности. Красная кривая – средняя ошибка (СО), 
синяя кривая – среднеквадратическая ошибка (СКО). Столбиками показано 
количество пар ‘прогноз – наблюдение‘, использованных при расчете.  
Fig. 8. Verification of the T2m forecast for 18 h from 00 GMT for January 24, 
2018 with new turbulence parametrizations. The red curve is the ME error, the 
blue curve is the RMS error. The columns show the number of pairs ‘forecast – 
observation‘ used in the calculation. 

             Время прогноза в часах 

             Время прогноза в часах 
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2. Области с отрицательной разностью температуры. Такие области 
появляются там, где Ri > Ricr, из-за искусственно введенных минимальных 
значений HS  в варианте с исходной параметризацией вертикальных ко-

эффициентов турбулентности.  
3. Области малых изменений. Так как рассматривались зимние пери-

оды с отсутствием движения фронтов через область, везде наблюдалась 
устойчивая или сильно устойчивая стратификация. Тем не менее суще-
ствуют области с малым изменением поля Т2мнов – Т2мисх. Они находятся 
или на границах, или между областями с положительной и отрицательной 
разностью температуры. 
 

Заключение 

Спектральный алгоритм, примененный для расчета коэффициентов 
турбулентного перемешивания, который используется в данной работе, 
основан на процедуре исключения гармоник малых масштабов, что при-
водит к модели, описывающей крупные энергонесущие турбулентные 
вихри. Отметим, что спектральный алгоритм не требует введения эмпи-
рических коэффициентов. Алгоритм дает дисперсионное соотношение 
для внутренних волн в присутствии турбулентности и позволяет изучать 
взаимодействие волн и турбулентности, что важно при моделировании 
устойчивого атмосферного пограничного слоя. Результаты работы не 
поддерживают идею о существовании критического числа Ричардсона, 
при превышении которого турбулентность полностью подавляется устой-
чивой стратификацией. Вместо этого алгоритм дает интервал чисел 
Ричардсона, в котором вертикальное турбулентное перемешивание по-
давляется устойчивой стратификацией, в то время как горизонтальное 
турбулентное перемешивание значительно увеличивается.  

Предложенный алгоритм был включен в схему турбулентности не-
гидростатической модели COSMO-Ru Гидрометцентра России. Предвари-
тельные расчеты показали уменьшение средней ошибки прогноза темпе-
ратуры на нижних уровнях модели с новой параметризацией 
турбулентности для устойчивых ситуаций. Планируется продолжение ра-
боты с новой параметризацией и более подробное изучение ее влияния на 
прогноз метеоэлементов. 

В процессе работы мы пользовались поддержкой сотрудников лабо-
ратории краткосрочных прогнозов погоды и опасных явлений по терри-
тории России. В первую очередь нам хотелось бы поблагодарить Д.В. 
Блинова и А.А. Кирсанова за помощь и консультации. 
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